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k cuerpo, char(k) + 6, «aq,ap € k
E: )/2 =x(x—a1)(x—ap) = X(X2 + ax+ b)

{:E — E

Producto por enteros P s /P

Problema (¢ = 2): Dado Q = (xq, yq) € E(k), encontrar
2Q={Pe E(k) | 2P = Q} “en términos de Q"
Formulas de adicion:
ap=a, a=bag=a=a3=0
by = a? +4a, = 4a, by = 2a, + ajaz = 2b,
b6=a§+436=0, bg=...= —b?
x‘,‘: - b4x$: —2bgxp — bg

x(2P) = =
( ) 4X?;;. + b2X2P + 2byxp + bg




Xp — 2bxs + b _ (x» — b)?

453 + 4axs + dbxp  Axp(xX>+axp+ b)
2

Xp_b
Recta —PQ : y = m(x— xq) + yo

2
= Xp es un cuadrado!!
2yp ) Q

I
oo YQTY-P _Yotyp —f (%p)

T XQ—X_-p XQ—Xp  2yp
Proposicién
flx) = (m(x = xq) + ¥@)* = (x = x@)(x — xp)°
Proof.

La parte izquierda es un polinomio ciibico ménico. Raices?

x=xq = f(xqg) — (yg)° =0



x=xp= fixp) = (—yp)° = 0

Xp es una raiz doble:
f'(xp) — 2(m(xp — x@) + yQ)m = f (xp) — 2(~yq — yp + yg)m =

= f'(xp) + 2ypm = 0 O

La identidad equivalente

2
f(x) — (m(x = xq) — ¥q)
(x—xq)
se interpreta con los algoritmos de Cantor: la izquierda son todas
las 1as coordenadas no reducidas posibles que reducen a Q vy la

derecha es el representante no reducido de componer P con P.
Evaluando x =0, a1,y en

= (x— xp)’

_ ) = (m(x—xq) - Q)
(x=xp)?

vemos mas cuadrados y los sistemas lineales del titulo:

X = XQ



_ f0) - (m(0 - xq) = y)° I N m(0—xq) = yq _

0-x - =
(0~ xp)? L X
__ Rog) = (mlen —x@) —y@)” _ 2 m(en = xQ) ~ya _
e (a1 — xp)? - a1 — Xp -
2
o flaz) = (m(az —xQ) —yqQ)™ _ Y N m(az = xq) —ya _
rrrer (ag = xp)? - @2 = Xp B

donde w; son los “bisectores de Q"
Wo = VX y wy = \/XQ -, Wy = \/XQ — (o
y cumplen wy, wy, wr € k<= P € E(k)
Desarrollando

(e xp) = T (mlx = xq) = y)*
P X = XQ

X+ (a+xg—m)x+ xé+ axg + b+ xom® + 2yom.

w1

wp



e igualando coeficientes se obtiene

2
2xp = m —a-—xq,

x%p = xé +axq+ b+ me2 + 2yqm,

y sustituyendo se concluye que el conjunto de m's satisface
wo(m) = m" — 2(3xg + a) m’ - 8yom+ (32 —4b) — xo(3xq + 2a)
La factorizacién de ¢ en k(wp) permite dar sus raices como

Mg = {wo £ (w1 + wa), —wp = (w1 + wo) }

y por lo tanto nuestro objetivo

1 m —a-xg m —ma-—3mx -2y

2 ’ 2



Caso ¢/ =3

Problema:
Dado Q = (xq, yq) € E(k), encontrar %Q ={Pe€ E(k) | 3P = Q}.

Quién hace de aq, a??

Modelo 3-torsion friendly: a,b€ k,b+0,b# a°
E: y2 + 3axy + by = X3,
(0,0) € E[3](k)

Proposicion
E es isomorfa al modelo de Weierstrass

E: y2 =X+ (3a0 — 372)x+ (2’y3 +6° - 3ay9)

si y solamete si (7, 4) € E[3].



Corolario
En E:y +3axy+ by = x°, (0,0) € E[3].

Recurrencia habitual entre polinomios de divisién en E:
Vi(x) =1,

Wy (x,y) = 2y + 3ax + b,
V3(x) = 3% +92°% + 9abx” + 3b2x

Vu(x,y) = Wa(x,y) - (2X +9a°X + 15abx" + 106°x° — 3ab°x — b’ ),
Ws(x) = Wal(x, y)Wi(x y) — W3(x),



E[3]

L P=(Xa}/)=>_P=(X7_y_3X_b)’ _(070)=(07_b)
o P+(0,0) = (—by/xX’, —b’y[xX*), P—(0,0) = (bx/y,—bx’[y")

Por lo tanto

V3(c) =0,c+ 0= E[3] = ((c,d),(0,0)) =

2
(070)7 (0¢_b)7 (__ _b d)) (_b?d,%j + 3abd b)
(Cyd)a (C,—d—3C—b), %C,—— %C’t;g _3a_bc_b)

Proposicién
NE:y2+35xy+l~)y=x3, E:y2+3axy+by=x3

E~Ee=3=a+2m/3, b=b+2d+3ac

con (c,d) € F[3], m= (3 + 3ad)/(3ac+ b+ 2d).



Polinomios de 3-division

Wi(x) = 3x" + 92°%° + 9abx’ + 3b°x en E

U3(%) = 35" + 93°%° + 93b%° + 3b°%  en E
S
3(x=o)* + (3a+2m)*(x— ¢)® + 3(3a + 2m)(3ac + b + 2d)(x — ¢)?
+3(3ac+ b+ 2d)*(x - ¢)

Si x es la 1a coordenada de un punto de E entonces
W3(%) = W3(x)
dado que a, b, ¢, d cumplen las condiciones necesarias para ello.
Miret, Moreno, Rio, Valls (2009) se dan cuenta de que
3
y[31p € k

e identifican un segundo cubo involucrado en el calculo de P.



Tenemos dos raices clbicas ‘independientes” explicitamente,
mediante las que encontramos P.

Teorema
E: y2 + 3axy + by = X, P= (x,y) € E(k) \ E[3]. Entonces

Y[31p =

3
(x> = 3abx— 2b%)y — (4bx° + 9a°bx° + 6ab’x + b°)
V3(x)

Demostracion: Por propiedades de los W;(x) se tiene y[31p =

2(Vs(PIW(P) — Wy ()W} (P) — 3axpWs (P + 3aW5(P)Ws(P)W, (P) — bW3(P)’)
Ws(P)?

Simplificando y2 ox - 3axy — by y tomando

Pap(x) = x> — 3abx — 2b°
vap(x) = —(4bx3 +92°bx° + 6ab’x + b3)

entonces el numerador de y[3)p tiene la forma



3 2 3y,.3 2.2
(12,600 y+726() ) +k(x 1) (7 + 3axy + by = X*) (° ~3abx-28")",
=0

k(x.y) = y(xX* —3abx—2b°) — (3ax— 9a° + 13b) W3 (x)
+32°(10b— 92°)x” + 3ab(11b — 92°)x + 3b°(4b — 32°)

Corolario
Yo & K = Q¢ [3]E(K)

Corolario

E:y* +3axy+ by =x, (¢,d) € E[3], c#0,

m = (3¢ + 3ad)/(3ac+ b+ 2d), Q = (xq, vo) € [3]1E(K),
yo—d—m(xg—c) ¢ K = Q¢ [3]1E(K)

Teorema
Q = (xq.¥q) € [3]E(K) \ E[3] == yq, yo—d— m(xq—c) € K



Trisectores

Los trisectores de @ € E(k) son

w(Q) = g » wal@) = Vyo—d—mlxg—-0)

Q € [3]E(k) < 9 pares {w1(Q),wr(Q)} C kx k

Pregunta: Cada par corresponde a una trisecciéon P € %Q de Q7

Dado Q € [3]E(k) y un par de trisectores {wy,w»} la triseccién P
correspondiente es la solucién del sistema

{ wiW3(xp) = pap(xp) « y + vap(xp)
woW3(xp) = fiap(xp) - ¥+ flap(xp)

Xp se encuentra con el gcd de las dos resultantes de cada equacién
respecto de y.



Funciones de trisecado:

_ fab(X) * y + V4 p(X)
W3(x)

wl(x7 y)

fiz 5(X) + ¥ + 75 (%)
W3(X)

WZ(X7 y)

Teorema
Para todo P = (x,y) € E(k) \ E[3], las funciones de trisecado
w1(P),ws(P) cumplen

I) wl(P+(0a0)) wl(P)v

i) w2(P+(0,0)) G2 - wa(P),
i) wi(P+(c,d)) = (i -wi(P),
iv) wy(P+ (¢ d)) wo(P).

con (1, (> € k raices clbicas de la unidad.



En el caso general /P = Q, suponiendo
E[(] = (W1, Wa)
entonces las funciones hq, hy, gp definidas por
div(h;) = tW; — O
div(gp) =P+ (-Q) - (/+1)O
cumplen
l l
(gr(W0) = hi(-Q)- (n(P))

por lo tanto h;(— @) es una potencia /.



Gracias por su atencién



